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ANALISIS DE DESCOMPOSICION: UNA GENERALIZACION
DEL METODO DE THEIL

I. Intfodhécién

En el contexto de la teoria de la informacién H. Theil (1967, 1972)
define el concepto de entropia o informacidn esperada de una distri-
bucidn de probabilidades como el valor esperado del logaritmo de las
probabilidades con signo negativo. } |

Este concepto, que corresponde bﬁsicamente a una medida de
incertidumbre o desordén, tuvo su origen en la ciencia fisica, pero
ha tenido aplicaciones en el campo de la Economia y Politica. Dos
ejemplos de estas aplicaciones son el Indice de Concentracidn Industrial
de Hirschman (1945) y de Herfindahl (1950) y el Indice de Cohesibn
de Rice (1928). _

A partir de este concepto de entropia, Theil (1967, 1972)
deriva una medida de la desigualdad de los ingresos de una determinada
poblacidn. Esta medida se define como la informacidn esperada del
mensaje que transforma porcentajes poblacionales en participaciones
de ingresos. Esta medida, conocida como el Indice de' Theil, tiene
ciertas proPiedades de descomposicibén que la hacen particularmente
atractiva para el anflisis multivariado de la desigualdad de los
ingresos mediante una evaluacifn de la influencia o efecto "atribuible!
a diferentes factores en la generacidn de esa desigualdad.l/

Si bien este anllisis de descomposicibn de datos no llega a
aventurarse en el campo de los mecanismos de causalidad entre el
ingreso y las distintas caracteristicas o variables "explicativash,

8l facilita e ilumina la formulacibn y verificacidn de hipdtesis

con respecto a estas relaciones causales.

1/ Estas propiedades de descomposicidn se deben a la aditividad
de la funcidn de probabilidad de la informacibén propuesta
por Shannon (1948) como h (p) = - Log p



La aplicacién del Indice de Theil, como método de anflisis de
descomposicién, ha sido ya utilizada en algunos andlisis empiricos
de distribucidn de ingresos. (Fishlow, 1972; Van Ginneken, 1975;
Ullman Chiswick, 1976). Sin embargo, estas aplicaciones han sido
condicionadas por las limitaciones ¥y caracteristicas de las bases
de datos utilizados. '

En el presente trabajo se~pro§one unalgeneralizacién formal
del método de descomposicidn de Theil y se avanza en la determinaci6n
de sus propiedades y en la interpretacién de las interacciones,
con el objeto de habilitar su aplicacién a diversas bases de datos

sobre distribucidn de ingreeos.

II. Formulacidn de Theil

Fl coeficiente de entropia de la distribucidén de ingresos de una
determinada poblacidn esté& dado por
W
. -
(1 H(y) =~ / vy, Logy,

b
u=1

en que N es el nfimero de individuos en la poblacidn e Yu la
participacibén del individuo u-&simo en el ingreso total.:
Este'coéficientemes,una medida de desigualdad-que fluctha entre
0 y Log N, extremos que correspondena los casos de perfecta desigualdad
y perfecta igualdad, respectivamente.2/
Theil (1967) transforma este coeficiente de entropia en una

medida de desigualdad restando su valor de su propio valor méximo.

N N
(2) TaTog N-EG) =)y, los /=> vy Log Yu_
u=1 uu=T 1/8

expresidn conocida como indice de desigualdad de los ingresos de Theil,
en que nu.representa la participacibén de la u-ésima unidad en la

poblacibn total y corresponde a 1/N para cada individuo. Este indice

Véase el Apéndice Matemdtico 2, para una demostraclén de estos
limites.
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de desigualdad estd acotado en ambos sentidos: fluctlha entre
cero para el caso de perfecta igualdad (yu = 1/N para todo u) y
Log N para el caso de perfecta desigualdad (yu =1 para u=k e ¥, = ¢
para todo u # k).3/ El hecho de que el campo de variacidn de este
indice no sea invariante con respecto al tamafio de la poblacibn
representa un inconveniente para la comparacidn del grado de
desigualdad en la distribucidn del ingresoc entre poblaciones de
digtinto tamafio. Una forma de obviar este inconveniente es estandarizar
el indice dividiendo el valor que &ste tome por el logaritmo natural
del tamafio de la poblacidn respectiva

T
Log N
de manera que el valor efectivo de cada indice de Theil, quede

(3) ¥ -

expresado como proporcidn de su propio valor méximo.

3/ Si la poblacidn N se particiona en G grupos excluyentes entre si
Sg dentro de los cuales no existe © no se considera la variabi-
lidad en el ingreso, entonces el campo de variacidn del indice

de Theil disminuye. Si todos los grupos son de igual tamafio
Q!g =g) el campo de variacidn serd 0= T < Log G £ Log N.
Si los grupos son de distinto tamafio, entonces el campo dé{

L
Ng J

Esta disminucibén del campo de variacidén impuesta por la existencia

variacién serd O < T.< Log Mg;é»_Log N en que Mg = Max

de grupos dentro de los cuales no se considera la variabilidad

de ingreso es particularmente importante debido a que en la mayoria
de los estudios empiricos, la poblacidén se obtiene a partir

de la expansidn de ﬁna nmuestra aplicando a cada observacidn
muestral su respectivo cdeficiente de expansibén y ello genera,

por lo tanto, grupos en la poblacidn dentro de los cuales no

existe variacién en el ingreso.



Una de las ventajas del indice de Theil reside en sus propiedades
de descomposicién. Theil (1967, 1972) demuestra que si la poblacidn
se particiona en G grupos (81, S, oo Sg) "de manera que cada uno
de los individuos que la constituyen pertenezca a uno ¥y s6lo uno de

estos grupos, el indice de Theil puede desagregarse en dos componentes:

.

i) un componente (B) que representa el aporte a la desigualdad

x5,

total de la desigualdad entre los promedios de ingresos de los

distintos grupos, ' : ‘ ’ A H
ii) Otro componente (W) que representa el aporte a la des1gualdad

total de las desigualdades en el interior de cada uno de los grupos.

Puede descomponerse en

G G , Jgu

— . Y, y
&) T = > y_ Log =H- 4 > 2 —5-—- Log —
LAE— g ng< ) 1/IN
g=1 g=1 uipS g
(5) T=B_ + wg en que
& y
= - -
6) Bg-}_—vyg Log = oy
g=1 - B
G | -Zgg :
B y | .
@ =) oy ) Tgn e B .
| 8 4 8 3 g 1/N ‘
g=1 uisg g '

En que - ygu es la part1c1pac16n de la u-ésima observaclon del
grupo g en el ingreso total e yg y ng las part1c1pac1ones del

grupo g en el ingreso total y la poblacidn total regpect;vamente

e

‘Ay = ; f = E n\

\g ue s ygu ng uesS u,/
: g & /
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La expresidén (4) puede reescribirse como

g
(® T=3 + T 1T, ' en que -
&=
3’;&2
—
(9) T, = E & 10g —Be
ut Sg yg '[/Ng

El primer términoc de las expresiones (4), (5) y (8) corresponde a
la componente "entre grupos" zTheil, 1967, 1972) o ''parte explicada'
de la desigualdad total T (van Ginneken, 1975). El segundo té&rmino
de estas expresiones corresponde a la componente "dentro de grupos”
(Theil, 1947, 1972) o "parte no explicada de la desigualdad total
por la particidn G (van Ginneken, 1975). Este fltimo término corres-
ponde a un promedioc ponderado de medidas de desigualdad de Theil
computadas dentro de cada uno de los grupos, en que las ponderaciones
corresponden a las ﬁarticipaciones de los grupos en‘ei ingreso total.
Es importante recordar que el campo de variacidn de Tg es
funcidn del tamafio de cada grupo, ya que Tg varia entre cero y Log Ng
(siendo N_ el tamafio del grupo "g"). Por lo tanto, en la medida en
que los grupos difieran en tamafio, diferird también el rango de
variacibén del indice respectivo. ZEsto dificulta la utilizacién directa
de los Indices de Theil calculados dentro de cada unoc de los grupos
para comparar el grado de desigualdad de sus distribuciones de ingreso
y hace necesario el proceso de estandarizacidn mencionado anteriormente.
Esta prd@iedad de descomposicidn del indice de Theil hace extre-
madamente atractiva su aplicacidén al anflisis de la desigualdad de los
ingresos. Se puede particionar el univesso muestral de acuerdo con una
o més variables clasificatorias - graduadas o no - y la descomposicidn
de la desigualdad total permite derivar medidas de la contribucidn
o efecto sobre la desigualdad de ingresos atribuible a cada una de las

variables utilizadas para particionar la poblacibn.



III. El caso particular de dos caracteristicas clasificatorias

Si la particién de la poblacidn se hace de acuerdo con una caracteris-
tica estratificadora i que puede tomar i valores distintos gene-
rando por tanto 1 grupos distintos, S; con Ni individuos cada
uno, entonces, siguiendo la expresién (4), el indice de Theil se

puede escribir como:

i i . Yy :
y \ \ y y )
(10) T = ; y. Log ==+ / Y3 / 2. Log =
i=1 i i=1 ues. i 1/8
i i
T =B, + W,
i i
i
(11 Wi = Z_ R Tl
- i=1

En que y; ¥ ng corresponden a las participaciones del grupo_ i
en el ingreso total y en la poblacidon total, respectivamente, y Ti
al indice de Theil calculado dentro del grupo i.

Bi representa aquella parte de la desigualdad total "explicada' por
la variable i (componente entre grupos Si)° Wi representa aquella
parte de la desigualdad total '"no explicada" por la variable i

(componente dentro de los grupos Si) y corresponde a un promedio v

‘ponderado de las medidas de desigualdad computadas dentro de cada ;

grupo i. - : _ : “~
B, W, e ' . .
i y i indican las proporciones de la desigualdad
T T total "explicada'" y '"no explicada', respectiva-

mente, por la variable ioﬁ/ 5i se introduce una segunda variable

"4/ Tl uso de la terminologia "explicada" y "mo explicada" tomada
' de van Ginneken (1975) no implica necesariamente la existencia
de una relacidén de causalidad entre el ingreso y la variable i.
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estratificadora J - que puede tonmar j valores distintos, entances
- por analogia con el caso anterior - el indice de Theil se puede

escribir como

(12) T = Bj + wj en que los términos se definen en forma
analoga al caso anterior.

a) Contribuciones a la desigualdad total

Se define Bi y Bj como las contribuciones individuales brutas

de las variables i y j a la desigualdad total cuandc cada una de
ellas es independientemente considerada como la variable clasificatoria.

Si se clasifica la poblacidn de acuerdo con ambas caracteris-
ticas simulténeamente se puede obtener la contribucidn conjunta de
ambas variables. Esta clasificacidn generard I - j grupos

J

de Theil se puede escribir como

distintos Sij con Ni individuos cada uno. En este caso el indice

i 3
Vs
(13) T = yij Log —r;..g-_ +
f=1  3=1 *J
i 3 y Viju
; oo/ iy 1/N
i= j=1 uts, ., ol
1
T=238,, + ¥
iJ 1]
L W,. =
(14) i 2 § yij Tij
i J
En que yij y nij son las participaciones del grupo ‘Sij' en el
ingreso y la poblacibn respectivamente, y T.. el valor del fndice

iJ
de Theil para cada grupo Sij



Se define Bij como la contribucidn conjunta de las variables
i y j y corresponde a aquella parte de la desigualdad total
"explicada" en forma conjunta por las variables i y j (componente
entre grupos Sij)° wij representa aquel;a parte de la desigualdad
total '"no explicada" por las variables i y J (componente dentro
de los grupos Sij) Yy corrééponde a un promedio ponderado de los
niveles de desigualdad dentro de cada uno de 1os‘grupos Sij’ en que
las ponderaciones son sus respectivas participaciones en el ingreso
total. _ ‘

Sin embargo, el indice de Theilntambién puede descomponerse

en este caso de las siguientes dos maneras

i
(15) T—Bi-o-Bj-l-wij 0
(16) T =B, + B3 + V..
J i ij
-En ue:
i — A
an 8-Sy Y DL o<l
7 i / YJ Z._ yj g 0
3 i ijg
h]
Yi: /.
— — i ij
i\ N i i
(18) Bj =/ . Yi /. yi Log -
i 3 i'n
i

Bg y:<B§ se definen como las Contribuciones Marginales de la
variable i dada la variable j y de la variatle Jj dada la
variable i respectivamente. En 1as’expre§iones (17) y (18) se
puede observar que Bg (B?) corresponde a un promedio ponderado

de la desigualdad entre los distintos subgrupos definidos por la
variable i (j) para cada uno de los grupos definidos por la

variable j (i), en que las ponderaciones cofresponden a las partici=-

paciones en el ingreso total de cada uno de los grupos Sj (Si).
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A partir de las expresiones (13), (15) y (16) vemos que

_ i _ b
(19) Bij = B, + Bj = Bj + B}

es decir, la contribucidén conjunta (Bij) de las variables i y J
puede expresarse siempre como 1a contribucibén individual de una de

ellas (Bi ) Bj) més la contribucibn marginal de la otra dada la

primera (BT

J

A partir de las siete filtimas expresiones se puede observar que la

0 Bi)

suma de las contribuciones individuales brutas de cada una de las
variables tomadas en forma independiente (Bi + Bj) no es necesaria-
mente‘igual a la contribucibn conjunta de ambas variables (Bij)’

lo que equivale a decir que la contribucibn individual bruta de una
variable (Bi o B.) no es necesariamente igual a su contribucibn
marginal dada la otra (Bg ) B ). En otras palabras, si las
variables interactfian, la contrlbuclén conjunta diferirf de la suma
de las contribuciones individuales brutas y cada contribucibdn
individual bruta diferirfd de la ccntr1buc10n marginal respectlva.

b) Interacciones entrp variables

Se define el coeficiente de interaccidn entre las dos variables

(I ) como la diferencia entre la parte de la desipgualdad total
exnllcada en forma conaunta por ambas variables y la suma de las

partes explicadas por cada una de ellas consideradas en forma

independiente
(20) Iij = Bij - B, -8B a partir de (19) vemos que
(21) =B - B, =B -B

135 =B = By = By - By

Este coeficiente constituye la contribucibn de la interaccibn a la
desigualdad total.

Existen dos condiciones suficientes pero no necesarias bajo las

cuales estas dos variables tienen una interaccidn nula y por lo tanto

sus contribuciones son independientes.
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i) Que la distribucidn de la poblacidén de acuerdo con la
caracteristica i sea independiente de la distribucibn de la poblacidn
de acuerdo con la caracteristica j; Bs decir, que las probabiiidades
condicionadas de i dado Jj, y de j dado i, sean iguales a.las
probabilidades marginales dé_ iy de,‘;, respectivamente, ya qﬁe

esto implica que nij =n, nj

ii) Que la participacidén en el ingreso total del grupo Sij
sea igual a la participacibdn del grupo Si multiplicado por la

- participacibn del upo S.: y.. =Y. * ¥. .
participaci el grupo 5, Vi3 =Y 0 Yy

Si se dan ambas condiciones simultineamente entonces

) I/“' . — — y_‘. ,-————-: . L
= % . e N Y4
(22) Bjj=) 3} oy Log gLy Los_;{, +
i3 3 i *

R ’i;g/
| 2§f~y3 | o8 ;

Es decir, la contribucidn conjunta de ambas variables seria igual

-

.a la suma de sus contribuciones individuales brutas y las contribuciones

marginales de ambaé'ﬁéfiébles'igﬁéles a sus contribuciones individuales
‘brutas. Dado (20).y (21), esto implica que la'interacqién entre ellos
(Iij)'es nula. Por lo tantq; las dps,condiciohes.@énpiogédasAanterior-
mente implican que las contribuciones de ambas variables son mutuamente
independientes. Sin embargd, una interaccibén nula>entré ellas no

implica necesariamente que se den las dos condiciones antes sefialadas.S/

S/  Esto debido a que n.,. =n, . ng A Vi =¥ ¢ Vi=

1J 1 J j 7
B FYPRE Y. ‘

b 5y R T -
n.. n. n. pero

ij i J
Yoo ¥ B S
i _ i, Yi N, =0, « B, A V.. =¥: o V.
. ropE-e ol e ¥ Bl S IS ¥ RS F SR

i
e

P
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La expresidn (20) implica que la contribucidn conjunta de ambas
variables es igual a la suma de sus contribuciones individuales brutas
mis la interaccibn entre ambas. Por lo tanto, serd mayor, igual o
menor que esta suma segln que la interaccidn sea mayor, igual o
menor que cero, respectivamente. Similarmente, a partir de la
expresidn (21) vemos que la contribucién marginal de cada una de las
variables es igual a su contribucidn individual bruta mis la interaccibn.
La contribucidn marginal serl, por lo tanto, mayor, igual o menor
que la contribucidn individual, dependiendo del signo de la
interaccidn.

A partir de (20) el término de interaccidn se puede descomponer
en dos componentes. Uno de ellos estd relacionado con las partici=-
paciones de los diferentes grupos en el ingreso total y el otro con

las participaciones de los diferentes grupos en la poblacibén total

e Y. o
23) I.,=B,,-B, - B, = . L % R
(23 ij ij Bl 3 >_~ > ylj °8 nij
i J
N\ y W y
i . J
L y:L Log -——-ni > yJ Log T
i 3 J
e — Y. Va Yy
= > > y Log .—1. o _.vl o 1] i -
ij _ /. Yij ni n. yl.y. ni.
1 3 J J J
N\ ¥ T Y.
LTﬁuyl & i zih.ya g n'j
i
-
VO Vs 2
(28)  Iy=) ) ¥y |Log so - Log gr—
1] RSN A Y | i Y. o,
i 3 L J J




" El1 primer término &é_iﬁ expresién (21) no puede tomar valores
negativos.6/ El segundo término de esta expresidn puede tomar,
en cambio, valores positivéé, ng;ds'o #egativos. Si la distribucibn
de la poblacidn de.acuerdo één la variable i es independiente de
la distribucidn de la.poblac16p de'acﬁ¢rdo con la variable j,
es decir, si no hay asociacién estadisiica entre ambas variables, -
n, « n, ¥y por lo tanto el segundo término de la-

i
expresibn (24) se hace nulo quedando la 1nteracc16n reducida a

entonces nl

(25) 1, =T \ v . Log-y—lﬂ-—- > 0

7L L1 T vy 7
i 3

que es necesariamente una.eﬁpfesién_no ﬁegatiVA.. Por lo tanto,

si las dos variables son estadisticamente independientes la

contribucidén conjunta de ambas serd siempre mayor o igual que la

suma de sus contribuciones individuales brutas y la contribucibn

marginal de cada una de ellas serd siempre mayor o igual qpé la’

respectiva contribucidn individual bruta. Sin embargo, si las

dos variables estan estqdisticamente correlacionadas, entonces,

la interaccidn puede tomar vaiores3positivos;‘negativos o nulos y

entonces la contribucidn conjunta puede exceder, o ser excedida, o

ser igual a la suma de las contribuciones individuales brutas.

- Con respecto al campo de variacidn del coeficiente de interacciénm,

un caso extremo se presenta cuando ‘existe una perfecta asociacibn o
correlacidén entre las dos variables y por tanto, la contr1buc16n
conaunta a la desigualdad es igual a cada una de las contribuciones
individuales brutas. A partir de (20) vemos que en este caso extremo
Iij = - Bij’
de interaccidn. A partir de la misma expre816n se comprueba que

éste constituye el 11m1te inferior para el coeficiente

el miximo valor que puede tomar el coeficiente de interaccidn es Bij
Y ello ocurre cuando las contribuciones individuales de ambas variables

son nulas. Por lo tanto se puede concluir que la interaccibn entre
ambas variables estd acotada por

(26) - LogN< -7 £ -B,, < I,, <= B

. - . . T £ Log N
1) i 1)

i

&/ Véase el Apéndice Matem&tico No 3, para una demostracidn de
este punto.
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Los cuadros 1 y 2 proveen ejemplos numéricos de las dos situa-
ciones extremas descritas.
La interaccidn también se puede presentar como proporcidn de

‘la contribucidn conjunta; como &sta es el valor miximo de la inter-

accidn, resulta un coeficiente estandarizado, fitil para efectuar

comparaciones entre diferentes bases de datos:

I,.
(27) ) — B
ij B
ij
c) Interacciones negativas y positivas

El significado de las interzcciones negativas y positivas

puede ser aprehendido mediante la explicacidén de algunos casos extremos.

' Considérese el caso en que solo la variable i tenga efectiva-
mente un impacto causal en la determinacidn del nivel de ingresos,
en tanto que la variable Jj no tiene ningfin efecto autdnemo sobre 8l.
Si ambas variables se hallan estadisticamente asociadas, las distribu-
ciones de la poblacidn y de los ingresos de acuerdo con la variable
i no serén independientes de las correspondientes distribuciones
de acuerdo con la variable j. En este caso, al clasificar la poblacidn
de acuerdo con la variable j, Bj serd positivo, aun cuando esta
variable no ejerza un impacto real sobre los ingresos, debido a que
ella se "apropia' o "captura" parte de la influencia de i sobre el
ingreso, a través de su asociacidn con esta variable. En este caso,
la suma de las contribuciones individuales (Bi + Bj) incluye dos veces
aquella parte de la influencia de i capturada por j a través de su
asociacidn con i; esa suma excede por lo tanto, la contribucibn
conjunta de ambas variables, dando lugar a una interaccidn negativa.
En este caso, que se ilustra con el ejemplo numérico del cuadro 3,
la contribucibén marginal de j controlande por i es nula, como
resultado de que J mno tiene influencia por si misma sobre el ingreso
v no contribuye adicionalmente a explicar las desigualdades. BEsto
da origen a una interaccidn negativa que neutraliza totalmente la

contribucibén individual de j:



-1lh -

i
m'

; o
(28) 1, =8} - B, 5 <
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]
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El ejemplo numérico del cuadro 4 ilustra uha‘sitﬁaci6n’similar,
aunque no extrema, en que ambas variables se encuentran asociadas y
la influencia de i sobre el ingreso es consideraﬁleméhté mayor que
la que ejerce Jj, aunque esta variable tenga alguna influencia por

si misma. También en este caso la variable j' captura parte de la
influencia de i en la medida en que se halla asociada con ella .7/
La suma (B + B ) incluye, por lo tanto, dupllcaclones que no estén
presentes en 1a contribucidn conJunta B. ij Yy que estén representadas'
por una interaccidn negativa. El cuadro 1 11ustra. flnalmente, el
casc extremo en que las variables i y J estan perfectamente
‘asociadas y la desigualdad resulta, . por 1o tanto, totalmente explicada
por- cualquiera de ellas; esto da lugar a una 1nterac01on negatlva que
es, en consecuencia, igual a la contr1buc1on conJunta. En este caso
' se puede considerar que ambas variables constltuyen, en realidad, /
una sola variable explicativa. . -

La presencia de 1ntera001ones negatlvas revela, en todos los
casos, una asociacidn subyacente entre las var1ables, que pos1b111ta
que la desigualdad sea, en alguna medlda, exp11cada por una de las
variables en representacidén de las asocladas. S '

La posibilidad de interacciones p051t1vas es ilustrada por’
los eaemplos-numerlcos‘de:los cuadros 2 Y 5.

Considérese el caso extremo enAque las distribucioneé de acuerdo
con cada una de las variables no regiétreﬁ desigualdades;:éstas solo
pueden ser explicadas por dgtermiﬁédas combinaciones'de'léé variables,
es decir, por la interaccidn entre ambas (cuadro 2). En este caso,

la interaccibn, es positiva e igual a la contribucidn conjunta de las

Y74 También la variable i captufa. en“gété:casd, pé}te la escasa
influencia de j. R TP

.
RS
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variables, mientras que sus contribuciones individuales brutas son
nulas. Este mismo resultado puede darse aun cuando exista asociacién
entre las variables (en la diagonal del cuadro 2).

Puede concebirse, finalmente, un caso en que cada variable
registre desigualdades, cuando se clasifica a la poblacibn s6lo con
respecto a ella, pero esas desigualdades se originen en una combinacidn
particular de ambas variébles (cuadro 5). Eg este caso, la contribucidn
conjunta excede la suma de'ias'contribuciones individuales, en tanto
existe una interaccién positiva, pues sdlo cuando se clasifica la
poblacidn de acuerdo con ambas variables simultlneamente se logra
captar la interaccibén existente entre ellas.

La presencia de interacciones positivas debe interpretarse como
que la influencia de una variable sobre el ingreso no es independiente
del valor que tome la otra variable, ya sea que esa influencia se
ejerza sblo para determinados valores de la otra variable o que sea
mayor cuando ésta toma esos valoreso§/ Esta situacién implica cue
la combinacidn de las variables agrega poder explicativo que no es
captado por ninguna de ellas en forma individual.

En sintesis, el coeficiente de interaccién (Iij) obtenido a
partir del andlisis de descomposicidn de Theil, es el resultado neto
de dos tipos de factores de distinta naturaleza. E1l primero, la
asociacibn estadistica entre las variables que puede generar contribu-
ciones individuales brutas que exceden a las correspondientes contribu-
ciones marginales, dando lugar a interacciones negativas entre ellas.
El segundo, presenta cuando parte de la determinacidn del nivel de
ingresc no puede explicarse en base a las distintas variables tomadas
en forma indemendiente sino que es el resultado de combinaciones de
ellas, puede dar origen a interacciones positivas.

Dependiendo de cual de estas dos fuentes de interacciones
predomine ser& el signo del coeficiente de interaccidn obtenido del
anflisis de descomposicibn. La presencia de interacciones positivas
indica inequivocamente la existencia de la segunda fuente de inter-
acciones. La posibilidad de detectar este tipo de causalidad

constituye una innegable ventaja del método de descomposicidén de Theil.

8/ Un ejemplo de esto puede encontrarse entre la educacidn y el
sector (formal-informal) o el Area, cuando la influencia de la
educacidn sobre el ingreso es mayor en el sector formal cue en el
informal, o es mayor en las &reas urbanas que en las rurales.
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Cuadro 1

LAS VARIABLES EXPLICATIVAS DEL INGRESO

i .
} i = i= = N.
J i i i 3 _ N,
i=1 1,1 0,0 0,0 1
j=2 0,0 1,27 0,0 - . 1.
j=3 0,0 0,0 N3
‘Ni‘ 1 .:1 1 N=3
Yi 1 2 3 Y = 6‘
Bi =:Bj ='o,aqo8oh
By + By = 0,30}§98
By = 0,200804
. = =-0,200804 = -B,, =-B, =
iy : ' 1377 54
B = Bt =0
1 S B

s



- 17 -

Cuadro 2

EJEMPLC NUMERICO DEL CASO EXTREMO EN QUE SOLO LAS VARIABLES
COMBINADAS. EXPLICAN LA DESIGUALDAD

i=1 193 1,1 o 3 5
i=2 1,1 1,3 1,1 3 5
i=23 147 141 143 3 5
N; 3 3 3 N =29
¥ 5 5 5 ¥ =15
B. = B, =0
i J
B, =B, =0
i b
- s}
Bij = 0,1483
- 4 -
Iij = 0,1}83' = Bij
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Cuadro 3

EJEMPLO NUMERICO DELﬁCASO EXTREMO EN QUE LAS VARIABLES SE
HALLAN ASOCIADAS PERO SOLO UNA DE ELLAS TIENE
INFLUENCIA SOBRE EL INGRESO

j=1 343 1,2 1,2 5 3
j=2 191 3,6 1,3 5 10
i=3 1,7 1,2 3,9 5 12
N, 5 5 5 N=15
T, 5 10 15 ' Y = 30

B, =0,087208 -  B) = 0,07378%

Bj = 0,01311-.2.14- Bi: =0

3
Byy = 0,087208
= 0,013h24

I..
ij
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Cuadro &

EJEMPLO NUMERICO DE UN CASO EN QUE LAS VARIABLES EXPLICATIVAS
SE ENCUENTRAN ASOCIADAS Y UNA DI ELLAS TIENE
MAYOR INFLUENCIA SOBRE EL INGRESO a/

j=1 3,12 1,7 1,10 5 29
j= 2 1,5 3,2k 1411 5 Lo
j=3 1,6 1,9 3,36 5 51
Ni 5 5 5 N=15
| 23 ko 57 Y= 120
By = 0,062166
B, = 0,025536
B, +-BJ. = 0,087702
i3 = 0,067189
i
Bj = 0,05022
Bg = 0,041652
a/ La relacidn funcional supuesta para construir el ejemplo es

¥Y=3i+]



- -20 -
Cuadro 5

EJEMPLO NUMERICO -DEL CASO EXTREMO EN QUE SOLO UNA DETERMINADA
COMBINACION DE LAS VARIABLES EXPLICA
TODA LA DESIGUALDAD

i=1 i=2 i=23 NJ YJ1

j =1 1,10 1,5 1,1 3 12
je=2 1451 1,1 1,1 3 3
i=23 1,1 141 1,1 3 3
Ni 3 3 3 3 N =29
¥, 12 3 3 3 Y =18

B, = Bj = 0,231048

B, + BJ.’= 0,462097

Bij = 0,586068

Iij = 0,123971
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Iv. El casoAEeneral de R caracteristicas estratificadoras

Todos los conceptos enunciados anteriormente pueden venerallzarse
para el caso de R varlables c. (r = 1,2... R) en que cada una de
ellas puede tomar C valores distintos. Por lo tanto, al clasificar

la poblacidn de acuerdo con las R variables simul tineamente seé generan

17' Cr ='C1 . C2 e ooe CR celdas o grupcs diferentes
r="1

S N .

C ,C, «..C con c ,02 ﬁ.,CR individuos cada unoc

172 R 1

Fn estas circunstancias, el indice de Theil se puede escribir como

. — k4 "
....\ \ C QC,qeob
(30) T=) 5 C,. .0y Log =5; V2R,
c, C,°°C, CysCyeeaCp

y01,0 »eCpyu

N\ Ty N 2 -
ya cen C11Cpe0Cp Y ,C...C
€, ¢ G utSc ¢ ...c e
- 71C52Cp
y .

y
01 ,G‘2°.CR
1
N
//cq,cz,.cR

T=358 2..8*1,2..8

Log

4 o w v
(300 Wy 5. 7= ;{i 2 .o Z y'c,l,c .-Cp Tc1,cz.,cR
R

2
01 CZ

En gque todos los términos quedan definidos por analogia al casc

particular de dos variables analizado en la seccifn anterior.
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a) Contribuciones individuales brutas conjuntas y marginales.
de las variables

En este caso general, el indice de de51gua1dad de Thell,‘
también puede descomponerse en la suma de (R+1) términos de RI
maneras dlst1ntas._/ Una de estas R! maneras es la slgulente
1’200(R—1)

R +."X’1,2°.R

(32) T =B, + B; + B;’Z.,. + B;’2°°(9'1)+ coo B
Las restantes (R! - 1) maneras de descomponer este indice se

obtienen variando el orden de las variablese_g/ Dado que el anélisis

que sigue es exactamente andlogo para cualquiera de las‘Rl posibles

descomposiciones del indice T, escogeremos por conveniencia la

ordenacidn presentada en (32). Nuevamente las definiciones de los

distintos té&rminos de (32) son andlogas a las del caso particular

de dos variables ya analizado. Por lo tanto, nos limitaremos a definir

el primer término, el término genérico de orden g y el Gltimo término

o residuo de la expresién (27).

C
1 Yo
; 1
(33) By = E Y, Log a
. C1=1 1

B1 representa la componente dé desigualdad entre los promedios de
ingresos de los C1 grupos definidos por la variable C1 y corresponde
a la contribucidn individual bruta de esta variable a la desigualdad
total. B; representa la contribucidn margiﬂal de.la segunda variablé

dado que el efecto de la primera ya ha sido considerado. Por lo tanto,

9/ La demostracidn matemdtica de esta descomposicidn aparece en
el apéndice matemdtico 3.

10/ Otras de las R! alternativas de descomposicidn son las 51vu1entes

i) = 2 1,2 1,240 (R=1)
i) T =3B, + B+ By'" + <o Bp
i = 1 193 1’200(R-‘1)
11) T - B1 + B3 + B2 + ee-BR
iii) T = B o+ B2 + B2’3 1 200(R“1)

> 3 1 +‘°’°BR

PR *
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1
2
variables. Andlogamente, B

corresponde a la contribucidn conjunta de ambas
142
3
de la tercera variable dadas las dos primeras. Por lo tanto, la suma
de B, B; y B;’Z corresponde a la contribucidén conjunta de las tres

variables. En términos generales, si cada logaritmo involucrado

la suma de B1 y B

representa la contribucibn marginal

esth definido, el término genérico de orden g (1= q £R) se define

comno
y
e, €yee0
1320000-1) Y 1 704405040, 76,1C500 (4 1)
(34) By ) §~— Yc.C...C [ - Log < d
4 C. C_euC 172" X NG g o %G, ,C.,..C
1 G20 ga1) 11%2 €(q-1) 4165-+C

n
01’02'°c(q-ﬂ)

Tste término de orden g representa la contribucibn marginal de la
q-8sima variable controlando por las (g-1) variables anteriores. La
suma de la contribucidn individual bruta de la primera variable, més
la contribucidn marginal de la segunda dada la primera, més la
contribucibn marginal de la tercera dada las dos primeras, y asi suce-
sivamente hasta agregar la contribucibén marginal de la g-ésima variable
dadas las (g-1) anteriores corresponde a la contribucibn conjunta de

las ¢ variables.

y

(35) B seel =& L_ Z T v 01 gcaaacq

172 € o~ C QC noC Log =

102 C e B ,C...C
q 1, 209 q
B. + Bl + B1*? &4 ,Q,OOB1'2=°(Q-1) 11/

1 2 3 q

11/ El término B también wuede escribirse de ol maneras

1e2.ag
distintas. Una de ellas es la presentada en la expresidn (30),
las restantes se obtienen cambiandoc el orden de las variables.
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Finalmente, el residuo de la expresidn (32), es decir w1 2..R,
1Ce e

representa aqueila parte de la désigualdad tofal no explicada por las

R variables utilizadas y se define como

S | - o ,C...C
(36) w,‘,an:}_C_Z_ Zy%c e > 12 B
2

¥
.sC 2°°YR ut s C.,C.e.C
CpsCseeCp  1772°°°R

b
C1’CZ°'CR,u

y P
R M-t
og

N .
////01’02°'CR

(37) W, 5. .» 22 ¥6,1C,0.Cp  T1,2..R
C, C,..Cp 17727 R -

Es decir, la parte de la desigualdad total '"no explicada®™ por las R
varlables utilizadas en forma conJunta corresponde a un promedio
ponderado de los nlveles de des1gualdad al interior de cada uno de los

grupos 8 en que las ponderaciones son las part1c1paclones
01,02°.CR

de cada uno de estos grupos en el ingreso total.

A partir de la expresidén (34) se observa que la contribucibn
marginal de la g-&sima variable dada las (q-1). anteriores corresponde
a un promedio ponderado de los indices de Theil corréspondientes al
grado de desigualdad dentro de cada uno de los grupos definidos por
las (g-1) variables iniciales. Por lo tanto, la contribucidn marginal
de una variable no puede ser negativa, lo que implica que la parte
_explicada de la desigualdad total no puede disminuir con la inclusibn .
de una'nuevé variable. A'partir de esta misma expresién,.también
se observa que la contribucidn marginal de una variable depende de

culintas y cudles de las otras variables estln siendo controladas y

por lo tanto, una variable tendrid tantas contribuciones marginales como
conjuntos de las otras variables se controlen para computarla. Los dos
casos extremos estin representados por la contribucidn individual bruta
en que no se controla por ninguna variable y la contribucibén marginal

de orden R en que se controla por todas las (R-1) variables restantes.

“
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b) Interacciones entre variables

Nuevamente vemos que la suma de las contribuciones individuales
brutas de las R variables no corresponde necesariamente a la contri-

bucidn conjunta de ellas. -Se define el Coeficiente de Interaccidn

Total entre q variables (f} > . ) como la diferencia entre la
’ o8
contribucidn conjunta de las q variables y la suma de sus contribuciones

individuales brutas

(38) 1 = B - (8,48

.°.+B
1,2‘|q 1’200(] q)

2

Dos condiciones son, en forma simulténea, suficientes pero no necesarias
para que &stas tengan una interaccidn total nula y por lo tanto sus
contribuciones sean independientes.

i) Que la distribucibn de la poblacidn de acuerdo con cada una
de las variables sea independiente de la distribucidén de la poblacibn
de acuerdo con las demi&s. Es decir, que la probabilidad de que se dé un
determinado valor de la variable i sea independiente de los valores

tomados por los restantes (g-1) variables. Esto implica que

n .
. C ,C ..C =n » 0 - .. s N
.}I;A 1 2 q C’1 CZ .ono Cq

ii) Que la participacidn en el ingresc total del grupo

S

01,0 sea igual al producto de las participaciones de los grupos

2°.Cq
8 S S

C,e= C b4 =7 y y
Cps Cpe Cy . Cy10peeCy =7Cy - 7C, o 0,

Si estas dos condiciones se dan simulténeamente entonces

7,
C,],CZ..Cig

(35) B S L =
> = /. ¥ ; og =
14200 G & “C,,4C C n
o e ¢ é [} oo
G, 6,°C. 12"y C11CyeeCy
— ' Y Y : Y
C1 , C2 Co
Y, Log — + Y, Log =— + oo + v Log ~——a
b Cc n C n ] n
C 1 e, ¢© 2 c ¢ g c
1 1 2 2 q a

Bq’aa.q = B,‘ + B2 + ason Bq
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Es decir, la contribucidn conjunta de las q variables es igual
a la suma de sus contribuciones individuales brutas y por 1o tanto;
la interaccibén total entre ellos definida en (38) es nula. |
A~partir de la expresibn (38) se puede desagregar la interaccibn
total entre q variables en dos componentes. Uno relacionadoc con las
pafticipaciones de los diferentes grupos en.el ingreso total y el otro

con las participaciones en la poblaciébn

A - ) y R
o) 1 Y Yy - c, 7, . 7C,
’] 2o'q _— L‘"oo C C ..C Log . .
rees c, c,"°¢ 1'72°7q n, n, n,
‘ ) 1 2 . q
Y6, ,C...C ‘B Pe  Tg = Ve,
11700 eby . 1 2 a_ ) } Yo Log i
Jr ¥ Y n . n
~ . A o -
— ¢, ,C...C B¢ ,C...C
N K '\_‘“ 1’ 20. q 1’ 2-.
W 3,2 T g o
11200(1 L'—'oo C ‘C .°C . y oy N, ell,e n
C, C7C, 1 c, ca....;,rco c;ics..C

El primer término de la expresidén (41) no pﬁede tomar valores
negativos. El segundo término de esta expresidn puede tomar valores
positivos, nulos d4negativos¢ Por 1o tanto, si la distribucién de
la poblacidn de acuerdo a cada una de las variables'es independiente -
de la distribucibn de la;poblaci6n de acuerdo a las demds, el segundo
término se hace cero quedando la interaccién totalyreducida al primer
término que es nfmero negativo. Esto implica que, si las g variables
son estadisticamente independientes,-lélinteracciéh'totél enfre ellas
serd siempre mayor o igual que cero. Sin embargo, si las variables
no soﬁ'independientes, esta interaccidn puede toﬁar valores positivos,
nules o negativos. Esta interaccidn total entre g variables puede a

su vez descomponerse en la suma de Cg interacciones de segundo orden (Iij)

e %2 s s

3’4‘“
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correspondientes a todas las combinaciones de dos variables que pueden
obtenerse a partir de las q variables, mids la suma de C% interacciones
de tercer orden (Iijk) correspondientes a todas las combinaciones
posibles de tres variables y asi sucesivamente hasta incluir la
interaccidén de orden g. Las interacciones de segundo orden entre

dos variables se definen como la diferencia entre la contribucibn

conjunta de ellas y la suma de las contribﬁciones individuales brutas.

(42) Iij = Bij —‘(Bi f(Bj)

La interaccidn de tercer orden entre las variables i, y k se
define como la contribucidn conjunta de ellas menos la suma de sus
contribuciones individuales brutas y menos la -suma de las interacciones

de segundo orden.

(43) I = B

5 3% ijk " (Bi + Bj + Bk) - (Iij + I, + I.)

ik jk
reemplazando tenemos que

(44) 1 B.., - (B.. + B,
ij

ijk = Bijk sk * By + (B + By + B)

En términos generales, las interacciones de orden P (2<4p<£q<R)
entre p variables (de las cuales habrin Cg s8i se obtienen a partir
de g variables) se definen como la contribucidn conjunta de las

ho! variables'menos la suma de sus contribuciones individuales brutas
y menos la suma de todas las posibles interacciones de orden menor
que p

(p=-1)

(&) I B e (B1 + B

T,Zoop = 1,20013 2 + och) -

Y

i=i J=

p
oI, -
/ 1]
i+t
(p~2) (p-1) 2 P

) D WD YD YNt

TN\s
i=i  J=i+T k=j+1 i=1 j=i+1  h=k+1 (p-1) subindices
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Reemplazando las interacciones de orden menor que p en términos

de contribuciones conjuntas e individuales vemos que la interaccidn
de orden p definida en (45) también puede escribirse como la contri-
bucidn conjﬁﬁta de las p variables menos ia suma de las 05_1
contribuciones conjuntas de subconjuntos de (p-1) variables del
conjunto inicial de p variables mds las Cg_z
de subconjuntos de (p-2) variables y asi sucesivamente hasta el fltimo

- término que seré (--1)13""1 por la suma de las contribuciones individuales
brutas ‘ )

contribuciones conjuntas

oty e

- o\ 2‘ \
(46) I192°op - B1,»2..p - -L“ ] ° 0 é Bij,i/ -+

(p-1)
\3 b P ()P (p=1) »p
+ (=1 v B, .oo +
) °.:> x_fge.h essn / S:*— ij
i=1 j=i+1 h=k+1 (p=2) i=1  j=i+1
P'v
<-1>P“'Z B,
i
vi:‘i .

Por 1o tanto, la interaccibn total de orden q definida en (38)

como la diferencia éntre la contribucién congunta de las q variables

¥y la suma de sus contribuciones individuales brutas es el reSultado

de una serie de interacciones de segundo orden entre dos variables

de tercer orden entre tres variables y asi sucesivamente hasta una
interaccidén (no total) de orden q entre las q variables. La interaccibn
total entre las g variables corresponde a la suma algebraica de

todas estas.interacCiones parciales

8

(g=1) gq (g-2)(g=1) ¢

A Z v ‘
(47) I4,2..q = - 7 > > / Lt 4,200

i=1 J—1+1 i=1 j=i+1 k=j+1
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Esta interaccibn total entre las q variables puede ser positiva,

nula o negativa dependiendo del resultadoc neto que originen todas
las interacciones parciales que la componen. Es importante destacar
que una interaccidn total nula entre las q variables no implica necesa-
riamente que ellas actien en forma independiente. Esta interaccidn
total nula entre las q variables es compatible con fuertes inter-
acciones positivas y negativas entre subconjuntos de ellas pero que
se cancelan originando una interaccidn total igual a cero.

* Con respecto a las contribuciones marginales, la expresidn (L4)

puede transformarse en

}.;.9 jk =
(L8) By B, + Iij * I, +1

ijk

Esto indica gue la contribucién marginal de la variable i dadas las
variables j y k es siempre igual.a'la contribucién individual bruta
de i mlds todas las interacciones posibles entre la variable i y

las variables j y k.

Igualmente la expresidn (46) puede transformarse en

o jika..p - \
(49) By =B *E i3 %/ E Tigk * ees Tijkeen

Jki JAL k£jAL
Lo que significa que la contribucidn marginal de la variable i dadas
las otras (p-1) variables es siempre igual a la contribucibn individual
bruta de i mids todas las posibles interacciones de cualquier orden

entre la variable i y las dem&s variables.

Se define la interaccidén total entre la variable i y las (»n=-1)

ASS
variables restantes (Iglk°'p) como la suma de todas las posibles
interacciones de cualquier orden entre la variable i y las demés

{(p=1) variables

2jkeep _ \ < 5“
(50) 13 = } Iiq# § ) Ligk*t ) \Z T R T I
A T <AiA kI
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Por lo tanto
jk. ¢p - - Ajl{. Qp
(51) By = B + I

El signo de la interaccibn total entre la variable 1y las demés
variables indica si la variable i "en promedio" interactfia positiva
o negativamente con las demls variables.  La magnitud de esta

interaccibén total refleja la discrepancia entre la contribucidn

e g e s

marginal y la contribucién individual bruta de la variable i .

V. Datos agrupados

a) Introduccidn

El problema de los datos agrupados se presenta cuando no se
dispone de. la informacidn respecto de ingresos a un nivel individual
sino solamente a un nivel mis agregado para grupos de personas.

Sean Sg los grupos de personas para las cuales se dispone de
informacidn agregada respecto a sus participaciones en el ingreso y
poblacidn total. El indice de Theil para estos datos agrupados (Ta)

se define como
a Am— y
(52) T =:>- y LOg——g—
g n
g . g .
Por lo tanto constatamos que .
(53) ™ = B
g

Si se contara con la informacién a un nivel individual se podria

computar el verdadero indice de Theil (T) para ese conjunto de datos

n : S :
' ,; : - ¥y, N Yy, © y y
(54) T =) y Log== =, y_Log=—b +21~y £2 1og =&
u=1 : Mn L8 g ¢ e 7N
= g g u g
\ , _ g _
T=B_ + W
g g
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Por lo tanto

—
7 .7® =W = 0
(55) & lg—yg Tg2

Lo que implica que el indice de Theil agrupado serd siempre menor o
igual que el desagregado. Esto se debe a que el indice agrupado,

al no contar con informacidn a nivel individual dentro de cada grupo,
supone que la dispersidn del ingreso dentro de ellos es nula.

b) Datos agrupados y anflisis de descomposicibn

Una forma en que se presenta el problema de los datos agruvados
es la siguiente. Existe una variable estratificadora J que nuede
tomar J valores distintos generando'g grupos Sj con Nj individuos
cada uno. Sin embargo, no se cuenta con las participaciones en el
ingreso de cada uno de los ihdividuos de los distintos grupos, sine
que sdlo se conoce para cada grupo Sj la distribucidn de sus miembros,
entre los distintos tramos de.ingresos (njt) y 1a participacibn en
el ingreso total de cada uno de los tramos (yjt) (es decir, el ingreso
promedio en cada tramo) en que el subindice t se refiere a los distintos

tramos de ingresos en cada grupo Sj . IEn estas circunstancias

Y.

. d
s . ¥ /22;7
(56) P _> Sy g =it - =) v, Log =i + ) 75 > it o —Ld
N N 7

f

(57} & = B, + W9
571 3 P
(58) W% = 7
O Ej:ya ]
En tanto que Vit
‘el w I AT Iit Yy
(390 T =) ) ) ¥y, Log 72 =) v, Log +Lyj§:_;;l~r:og-ﬁ~3~+
jtu N J 3 J t Y3 it
ok
R Jjtu
\ .
Yi— \ ¥ thu Log ylt
/ ,/ it yjt Y
bE it
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(60) T=Bj+W?+wjt

(61) Wj = W‘;' + th

Por lo tanto observamos que

(62) 1T -1 = ZZ: 56 Ty 20

Esto indica que el indice agrupado subest;ma al ‘Verdadero ind1ce de
Theil de esta poblacidn ya que el prlmero al tcmar los datos agrupados
prescinde de parte de la desigualdad en la distribucidn de los
'ingresos: la desigualdad dentro de los distintos tramos de ingresos
de cada uno de los grupos SJ, mientras mayor séa la dispersién del
ingreso dentro de cada uno de estos grunos mayor sea la dlscrebanc1a
‘entre el indice agrupado y el verdadero 1nd1ce.’

Sin embargo, la contrlbu01on absoluta a la de51gua1dad total
de la variable j (B ) no se ve afectada por el uso de datos agrunados
siendo idéntica a la que se hubiera obtenldo usando datos no agrunados.
Esto no ocurre con &u contribucidn como proporC16n de la de51gualdad
total.

-

B. B, B.T B. B, |T .
(63) —d - —d ol _ 3 3|,
7 p 7 ¢ o e

%5
(6L) Ta_"T S | W,
= a _ Jt‘>lo
B, 2 72
-l
T

Por lo tanto, al trabajar con datos agrupados, ia contribucidn pérbentual
de la variable j a la desigualdad total excede la verdadera contribucién

w. - .
M t - K3 ) * » &£ 3 .

en un ~§— por ciento. Mientras mayor sea la dispersibén del ingreso
T

al interior de cada uno de los tramos de ingresos con respecto a la

dispersibn entre tramos de ingresos, mayor serd el sesgo porcentual.
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Recordando la expresidn (62) vemos que estimando bajo "supuestos
razonables" el nivel de desigualdad dentro de los distintos tramos
de ingresos se puede estimar th y obtener asi una estimacidn del
sesgo porcentual identificado en (6L4).

En el caso general en que se clasifica la poblacidén de acuerdo

a R caracteristicas se tiene que

— ) Ye¢ ¢c...C
(65) 72 =2 / ¥ Log =
C G Pl C,! 'C uac ',t n01 ,C C

172 R ) 2'7R,t
y )
— C, C.o.C
Vo \ y Log 2B +
[/ / 7C.,C ..C n
R =aaniP 1 2 R C gc ooc
Cc, C C 172 R
1T 72 R yb c c
1772°° R, %
Y y
C1,C2auCR,t 01’02°'CR
Ie 1C L0 eC y Log n
01 CaaucR 1 2 R t C,]gczc OCR mv‘S,}'M:ZuQCR’t
n
qucacoCR
(66) T =B + W

T Doy
(67) W?,z,.n =/ /[ 76,4000y T1,2..R

° ) T ’ y © o
(68) T=Z_CE Z[téyc e Log C“’;; “Rateu

¢, T, C, 11€2°°C5 t,u

\ 5" C,4C504C
[ ﬁ_wc___ycj,cz..cR Log R
C1 C2 CR 01,02°°C

e, €yl
e 5 1, 2" "Ryt
> > \ _ KT— Cq'c °oC t qu ,Co°:Cp +

¥ g
e """a-/—"" C1 ,C2°°CR/ yc ’C o.C c CZ’CR t
C,I C2 CR t 1772
C,,C
1 2’
¥

Y ——2 gl
) C19Cpe4Cp 4 4 YC;1C544Cp 4
E-Yc,,0,..0 Log
1"V2" YR, t 1

IG. ,C....C /ﬁ
T Y1'Y2°°VR, ¢ €. ,C.u.C
1720 VR ¢
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(69) T = B1 2..R wa'2e~R_+-w1;2eoR,t

Por lo tanto

a _ ‘ .
(70) T - T - w1 ’aeoRgt -; c DGCZyC;’ ,Cz'onCR‘ T1 'ZooR’t> O
1 2 7R _
Bior  Bratn |

(71) 72 B DR T NPT 5 SN

n - a = a =

B . T T

~a2:R

Vemos que Yas .contribuciones individuales brutas marginales y conjuntas
medidas como proporcidn de la desigualdad total incurren en un sesgo

) S I |
de ! 2;°RA1 por ciento, al computarse con datos agrupados. Sin
T
embargo, si se expresan las distintas contribuciones de las R variables

(individuales brutas marginales y conjuntos de orden menor a R) como
porcentajes de la contribucidn conjunta de todas ellas, esfas contri-
buciones relativas no se verén afectadas por el uso de datos agrupados,
facilitando por tanto la comparacidn de resultados obtenidos de datos
agrupados y no agrupados. Esﬁo.debido%a‘que el uso de datos agrupadbs,
introduce un sesgo en las contribuciones medidas como porcentaje de la
desigualdad total pero no afecta los valores absolutos deAéstas ’
contribuciones y por tanto tampoco los valores relativos entre si.
Con-resp?cto a las interaccioqes..,Dado qué las interacciones
son combinaciones liheales de contribucioﬁes éoﬁjuntas de distinto orden,
las cuales no se ven afectadas por el uso de datos agrupados, el valor
absoluto de las interacciones tampoco se verd aféctado pdr el uso de
datos agrupados. . o |
En sintesis, gran parte del andlisis puede ser llevado a cabo
con datos agrupados en forma tal que los fesultados asi obtenidos sean
comparable con‘los'reéultados obtenidos de datos no agrupados.. Sélo
en los casos en que los resultados de contribuciones o interacciones se
expresen como porcentaje de la desigualdad total se hace necesario
corregir el sesgo introducido por el uso de datos agrupados e identi-
ficado en .la .expresidn (71). .
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VI. Ordenacibn de las variables de acuerdo con la contribucidn
a la explicacidn de la desigvaldad de los ingresos

Del método de descomposicién de Theil, no se deriva un criterio fnico
gque permita ordenar las variables de acuerdo a-la importancia de su
contribucidbn a la explicacién de la desigualdad de los ingresos.

En esta seccibén se definirdn y analizarén brevemente cuatro
criterios alternativos tendientes a esa ordenacién y que obedecen
a propbsitos distintos.
a) Un primer criterio para ordenar las variables es hacerlo de
acuerdo a sus contribuciones individuales brutas. Este criterio ordena
las variables de acuerdoc a la contribucibén que tienen al ser tomadas
en forma aisladas y puede por lo tanto incluir el impacto de otras
variables ejercido a través de su asociacibn estadistica con la
variable en cuestidn. Este criterio tiene la ventaja de que la contri-
bucibdn individusl bruta de las varizbles es independiente del universo
de variables consideradas y por tanto, la ordenacidn resultante no se
verd afectada por la inclusién de una variable adicional a este universo.
b) Un segundo criterio consiste en ordenar las variahles de acuerdo
con la secuencia con que maximizan la contribucidn conjunta de grunos
con un nfimero creciente de variables en la primera variable seleccio-
nada seria aguella con la mayor contribueidn individual bruta. La
segunda variable, aquella cuya contribucidn marginal dada la ya
seleccionada sea méxima, es decir, aquella que maximize la contribucién
conjunta del grupo de dos variables que se generard al seleccionar la
segunda. La tercera variable seleccionada seria aquella con la mayor
contribucién marginal dadas las dos primeras y asl sucesivamente ir
seleccionando las variables de acuerdo con sus contribuciones marginales
dadas las ya seleccionadas. Este criterio considera parcialmente
las interacciones entre variables puesto que para seleccionar la
segunda y demds variables considera la interaccibn entre las candidatas
a ocupar estos lugares y las ya seleccionadas. Esto hace que la
ordenacidn de las variables de acuerdoc a este criterioc dependa del

universo de variables consideradas. La inclusibn de una nueva variable
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a este uniéersé‘puedefalféfaffié ordenacibn de las ya existentes
obtenida previamente. Este crlterlo, al ordenar las variables en

forma tal de maximizar la contrlbu01on conaunta de conjuntos con un
nfimero creciente de var1ab1es, ‘deberia orlentar la decisibén respecto

a cudles variables Yy en que‘orden debieran ser incluidas en el anflisis
cuando existe una restriccién respecto al nGmers méximo de variables

a incluir, | :

c) Un. tercer crlterlo para ordenar las variables es sécuencial como
el anterior, pero en sentldo 1nverso° Consiste en seleccionar como
primera variable aguella que més reduciria el poder explicativo del
conjunto inicial de varlables si fuera retlrada. Es decir, aguella
cuya contribucidn marglnal dadas las demas sea mixima. Seleccionar
como segunda varlable aquella que, dada el retiro de la primera, més
reduciria el poder expllcatlvo del conJunto de variables restantes.’

Es de01r, ir selecc1onando las variables de acuerdo con su contribucéidn
marginal dado el conjunto de variables redufldo por el retiro de las
anteriores. Este criterio tamblen con51dera parcialmente las
1nteracc1ones entre variables ya que para ordenarlas considera las
1nteracc1ones entre las candldatas a un determinado lugar y las que no
han sido previamente selecclonadas y retiradas del ‘andlisis. Esto hace
que la ordenacidn de las variables de acuerdo a'este criterio también
dependa del universo de variables conSidéradas. Esta ordenacidn se
puede ver afectada por la inclusién dé’dna”nueva variable al universo.
La ordenacidén de lés variables en.sentiéo opuesto al’prOpuesfo»por

este criterio'tiende a minimizar la péfaida de poder explicativo que

- se origina al retirar variables del analisis y por tanto, este criterio
deberia orientar la decisidn respeéto de cudles variables y en cué
orden se deberia prescindir si esto fuera necesario.’

d) Finalmente un Gltimo c;iterio‘péra"ordenar las variables consiste
en hacerlo de_aquerdd con sus contribuciones marginales dadas todas

las demds. Este Qritefio considera integramente las interacciones
entre las variables.y por tanto la ordenacién resultante de &1 también
depende del universo de‘v;riablés consideradas. Este criterio, al

basarse en la contribucibén marginal, tiene la ventaja de que la

af

LN
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contribucibn marginal de una variable se computa controlando el efecto
de todas las demds, y por tanto representa el incremento en el grado
de explicacidén exclusivamente atribuible a esa variable.

Bs importante destacar que en la medida que un criterio considere
parcial o totalmente las interacciones entre las variables, la orde-
nacibn resultante<dependeré del universo de variables consideradas.
Sin embargo, mientras mayor sea la proporcidén de la desigualdad total
explicada por el universo considerado, menor la probabilidad de cue
la inclusibn de una variable adicional altere la ordenacidn.

A nartir de las expresiones (48), (49) y (51) se desprende que
si todas las interacciones entre las variables fueran nulas, la
contribucidn individual de una variable i seria idéntica a cualcuier
contribucibn marginal de esta variable cualescuiera sea el grunv de
variables controladas. Por lo tanto, si todas las interacciones
fueran nulas, los cuatro criterios de nrdenamiento propuestos anterinr-
mente coincidirian -~ perfectamente. Sin embargo, en la medida que
existan interacciones, las ordenaciones de las variables resultantes
de estos criterios pueden diferir diametralmente.

La determinacidn de la influencia relativa de las variables
sobre la distribucién agregada del ingreso puede, sin embargno, ocultar
1a existencia de sistemas de influencia e interacciones ampliamente
diferentes para distintos segmentos de la poblacidén total. &n tales
casos, resulta conveniente reproducir el andlisis de descompnrsicifn
de la desigualdad en el interior de cada uno de esos segmentos. Por
ejemplo, la descomﬁosicién de las desigualdades urbanas y de las
rurales, o la descomposicidn de las desigualdades en el interior de
cada categoria del emnleo, pueden revelar con més profundidad los

mecanismos cue determinan las desigualdades del ingreso a nivel total.
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Apéndice Matemltico

1. Limite inferior y superior del indice de Theil
i}  Cota inferior

Dado que -Log x g x-1 se tiene que

Por lo tanto ‘
) s e
'_yiLOg;j?/O
ii . Cota superior

T

Zl_Log v 71 + Log N
i .

%IH

‘pero
N R ’ Y-
Y=y T£1. = Log y; ‘<o

Por 1o tanto

) v o 3 <

T

2. Para probar que la expresidn (24) es no-negativa, se usa la

misma des1gualdad mencionada anteriormente

-Z J[y” Log .__l. Z_ [ Log Zzyla

iJ
v Z -
~YiY "Zi- L33y = 1-1= 0

Por 1o tanto

P
e

. Log-]-'-l— =0
J iyj

W~

(8

J
Y3 Y
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3. Demostracidn de la descomposicibn del indice de Theil presentado
en la expresibn (32). ' , _ ‘
La demostracibén se hard aplicando el método de induccidén sobre

el nfimero de variables comnsideradas: R

Si R =1
n c y
o yu 1 C15u
(1) T = Ty Log j; = > Yo u Log —; =
u=1 7N T =1 utl 1 N

Yy
;*EELLE
y YC1 IYC
¥ — =
L "¢, 5 . Log B, + W,
uel C 1
1 1 1
C’!

Por lo tanto, la descomposicidn es vdlida para una variable. Supoungamos

que la descomnosicibn es vAlida para (g-1) variables entonces

- 1 1,2@0((}"2)
(2) T B, + By + ..o Bq__1 + w1!23‘(q_1)
Pero el residuo W se definia en la expresibn (36) couc
1,205((}"'1) '
/‘A
-
(3) w1,2..(q-1) =-CZ é“‘c> yc:,i C,e-C 4
172 “(g-1) ! 4
N .
- V6,465 <C e Raygy o
? 1'72° " (g-1),u Log _ /212t (g-1)
5 .
ut § 9¢,,C,..C /ﬁ
C,lgczooC(q",l) 1 2 (q-—‘f) C,]’CaupC(q-1>

Esto puede descomponerse en las diversas sumas correspondientes a

los grupos més pequefios 8
C,] QCZQ cC(q_,]) Cq
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(8 Wy 5 g1y Tl 2—— c1,c +C(01)Cq,u -

¢ %2 C(q-'l) aues; o 2" g1
. 1, 20-
Y
C1’CZ°°C(q-1)‘Cq9\I
C,1CoyosCp ;
Log ; 1 2 (q 1) = Py
/(01,02-’00((1_1) : . ‘l\
-/C— CZ——— Z C1’C2°°C(q-1 )”Cq,u
1 €2 Gy S ¢ ¢ / '
q 1’ 2" q
_ ‘
C']’CZ“'C C1,C2°1, 0 i
Log yC1:CZ°°C(Q:J)_ Y61,82-:Cq_ _ j;. Yo c_..C.
n v _ - <. 172 (g=13
. TC_4C..0C 1 C, C C 4
A2t q C.,C0sC 172 g1
n, RN A At A o
CA’I’CE°°C 1 , .. .
yc1,c:2,,‘,c - :
- - — :
C.4+C...C N\
1’2" 7q-1 Y z
o B c...c & CLE:‘“ 3¢5, ycwcz“cq u
1, 2 Q 1 2 q C1aoc 1
n
C11CpeCy_y
J
01’C2°°Cq’u
J . ) 4
C ,C ooG - : ' v
ch 1 2 q B1’2oo(q 1 +w ' )

o a - " M1,2..9
N -
_/vc1,‘c2,,,cq -

Por lo tanto la expresién (3) puede escribirse como

. g 1 1,2 : 1 2.4 (¢ -2) 1 2..(a=-1)
(5) T=B, + B B.,® .o a a-
1 2 ¥ Byt -ooB q o ,,w1,2o.q_
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